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DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE NECELÉHO ŘÁDU
JIŘÍ KARÁSEK
Abstrakt. Přehledový článek prezentuje základní informace o diferenciálních rov-
nicích necelého řádu. Zatímco modelování mnohých jevů studovaných v aplikacích
pomocí klasických diferenciálních rovnic je všeobecně známé a hojně rozšířené, v ně-
kterých situacích neposkytuje dostatečně uspokojivé výsledky, a je proto třeba uchý-
lit se k obecnějšímu přístupu – k diferenciálním rovnicím necelého řádu, které popi-
sují studované jevy lépe. Cílem tohoto článku je seznámit čtenáře s fundamentálními
pojmy a výsledky této teorie. Článek se omezuje pouze na matematický aparát te-
orie, aniž by uváděl motivaci a interpretaci výsledků v konkrétních aplikacích.
1. Riemannův-Liouvilleův integrál a derivace necelého řádu
Definice 1.1. Nechť funkce f je integrovatelná (např. riemannovsky) na inter-
valu 〈a, t〉 pro libovolné t ∈ I, kde I = 〈a, b〉, a, b ∈ R, a < b nebo I = 〈a,∞),
a ∈ R. Nechť α ∈ R. Definujeme Jαa+(f) takto:






(t− τ)α−1f(τ) dτ .
(Zde Γ značí funkci gama, [7], str 521.)
(ii) Nechť α ∈ Z−0 , f má na I nebo jeho části (−α)-tou derivaci f (−α). Pak
Jαa+(f) = f
(−α).

















(bxc značí celou část x, tj. největší celé číslo menší nebo rovné x.)
Jαa+(f) se nazývá levostranný Riemannův-Liouvilleův integrál funkce f řádu α.
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Dβa+(f) se nazývá levostranná Riemannova-Liouvilleova derivace funkce f řádu β.




Γ(α+1) pro α ∈ R− Z−





Γ(1−β)(t−a)β pro β ∈ R+0 − N
0 pro β ∈ N
.




Γ(α+s+1) (t− a)α+s pro α+ s ∈ R− Z−





Γ(s−β+1)(t−a)β−s pro s− β ∈ R− Z−
0 pro s− β ∈ Z−
.
Poznámka 1.4. Za obdobných předpokladů se definuje na intervalu I = 〈a, b〉,






(τ − t)α−1f(τ) dτ pro α ∈ R+,
(ii) Jαb−(f) = (−1)αf (−α) pro α ∈ Z−0 ,
(iii) Jαb−(f) = (−1)nα
(
Jα+nαb− (f)
)(nα) pro α ∈ R− − Z,
Dβb−(f) = J
α
b−(f) pro β = −α ∈ R+0 .
Jαb−(f) se pak nazývá pravostranný Riemannův-Liouvilleův integrál funkce f
řádu α, Dβb−(f) pravostranná Riemannova-Liouvilleova derivace funkce f řádu β.
V případě, že α ∈ R−Z, resp. β ∈ R+−N hovoříme v obou situacích o Riemannově-
Liouvilleově integrálu, resp. derivaci necelého řádu.
2. Caputova derivace necelého řádu










přičemž funkce f má v a derivace až do řádu dβe − 1. (Zde dxe značí nejmenší
celé číslo větší nebo rovné x.) CDβa+(f) se nazývá levostranná Caputova derivace
funkce f řádu β.
Příklad 2.2. (i) Nechť f(t) = 1, I = 〈a,∞), β ∈ R+. Pak CDβa+(f)(t) = 0.
DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE NECELÉHO ŘÁDU 17




Γ(s−β+1) (t− a)s−β pro s− dβe+ 1 ∈ R+
0 pro s− dβe+ 1 ∈ Z−0
,
zatímco pro s− dβe+ 1 ∈ R− − Z neexistuje.
Poznámka 2.3. Obdobně se definuje pravostranná Caputova derivace CDβb−(f)
funkce f řádu β.
3. Některé speciální funkce
Definice 3.1. Nechť α ∈ R+, β ∈ R. Mittag-Leﬄerova funkce Eα,β se dvěma







(Pokud některá hodnota αk + β je rovna celému nekladnému číslu, příslušný člen
se vynechá.)
Poznámka 3.2. (i) Pro α ∈ R+ se funkce Eα,1 značí Eα a nazývá se Mittag-
Leﬄerova funkce s jedním parametrem.







t pro t ∈ R+0
cos






t pro t ∈ R+0
cosh
√−t pro t ∈ R−
,
E2(t
2) = cosh t ,
















t pro t ∈ R− {0}






t2 pro t ∈ R− {0}
1









tm−1 pro t ∈ R− {0}
1








pro t ∈ R+
1 pro t = 0
sin






t pro t ∈ R− {0}





t pro t ∈ R− {0}
1 pro t = 0
.
Definice 3.3. Nechť α,m ∈ R+, l ∈ R jsou taková čísla, že α(jm+ l) ∈ R−Z−










Γ(α(jm+l+1)+1) pro k ∈ N.
(Pokud opět některý argument funkce Γ ve jmenovateli je roven celému neklad-
nému číslu, příslušný člen se vynechá.)
Poznámka 3.4. Je Eα,1,l = Γ(αl + 1)Eα,αl+1, pokud α(j + l) ∈ R − Z− pro
každé j ∈ N0.
Definice 3.5. Nechť a, b, α, β ∈ R jsou taková čísla, že β − α > −1,
a+ αk ∈ R− Z− pro každé k ∈ N0.













přičemž platí stejná úmluva jako ve 3.3.
Poznámka 3.6. (i) Obecněji se Wrightovy funkce definují se dvěma parame-
try p a q, p ∈ N0, q ∈ N : pΨq ([3], str. 56). V tomto článku se jiný případ
než p = q = 1 nebude vyskytovat.






∣∣∣∣ t ] = Eβ,b(t)
pro libovolné hodnoty b, β splňující předpoklady z 3.5.
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4. Diferenciální rovnice necelého řádu
s Riemannovými-Liouvilleovými derivacemi
V této a další části uvedeme několik typů diferenciálních rovnic necelého řádu,
u nichž lze některá nebo všechna řešení vyjádřit pomocí speciálních funkcí ze
3. části článku nebo jinak. V případě lineárních homogenních diferenciálních rovnic
s jednou derivací necelého řádu popíšeme také asymptotickou stabilitu řešení.
Věta 4.1. Nechť α, λ,m ∈ R+, β ∈ R jsou taková čísla, že platí m 6= 1,
β+αm
1−m > −1. Nechť a ∈ R. Pak diferenciální rovnice








(t− a) β+α1−m .
Důkaz. [3], Example 3.3, str. 177.
Poznámka 4.2. V případě m ∈ N sudého výsledek platí pro libovolné λ ∈ R∗.
Věta 4.3. Nechť α, λ,m ∈ R+, β ∈ R jsou taková čísla, že platí m 6= 1,
β+αm





(λµm + b)− Γ
( β + α
1−m + 1
)
µ = 0. (1)
Pak diferenciální rovnice




y(t) = µ(t− a) β+α1−m .
Důkaz. [3], Example 3.4, str. 181.
Poznámka 4.4. V případě m ∈ N sudého výsledek platí pro libovolné λ ∈ R∗
a libovolné µ ∈ R splňující podmínku (1).
Věta 4.5. Nechť α ∈ R+, n ∈ N, a, λ ∈ R jsou taková čísla, že dαe = n.
Nechť funkce f splňuje předpoklady z 1.1. Nechť bk ∈ R pro k = 1, 2, . . . , n. Pak
Cauchyův problém
Dαa+(y)(t) = λy(t) + f(t),













λ(t− τ)α)f(τ) dτ .
Důkaz. [3], Theorem 4.1, str. 224.
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Věta 4.6. Nechť α ∈ R+, n ∈ N, λ ∈ R a β ∈ R+0 jsou taková čísla, že dαe = n.
Nechť bk ∈ R pro k = 1, 2, . . . , n. Pak Cauchyův problém
Dαa+(y)(t) = λ(t− a)βy(t),






Γ(α− j + 1)(t− a)
α−j · Eα,1+ βα ,1+ β−jα
(
λ(t− a)α+β).
Důkaz. [3], Theorem 4.2, str. 227.
Věta 4.7. Nechť α ∈ R+, k, n ∈ N, α, λ ∈ R, β ∈ R+0 jsou taková čísla, že
dαe = n. Nechť dále µp, fp ∈ R pro p = 1, 2, . . . , k jsou taková, že µp > −1 − α,
µp 6= −j, (r+ 1)(α+β) +µp ∈ R−Z− pro libovolné p = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , n
a r ∈ N0. Pak Cauchyův problém










Γ(α− j + 1)(t− a)







Γ(µp + α+ 1)






Důkaz. [3], Example 4.22, str. 254.
Poznámka 4.8. Věta 4.6 je zvláštním případem 4.7; je uvedeno samostatně
pouze z metodických důvodů.
Věta 4.9. Nechť α, β ∈ R+, l ∈ N jsou taková čísla, že dαe = l, α− l+ 1 > β.
Nechť λ, µ ∈ R. Pak diferenciální rovnice














∣∣∣∣ λ tα−β ],
kde cj ∈ R pro j = 1, 2, . . . , l.





α−j · Eα−β,α+1−j(λ tα−β).
Důkaz. [3], Theorem 5.2, str. 286.
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Věta 4.10. Nechť α, β ∈ R+, l,m ∈ N jsou taková čísla, že dαe = l, m ≥ 3,
α− l + 1 > β.
Nechť α0, α1, . . . , αm−2 ∈ R jsou taková čísla, že β > αm−2 > . . . > α1 > α0 = 0.




































) ∣∣∣∣ λ tα−β ]),
kde cj ∈ R pro j = 1, 2, . . . , l jsou libovolná čísla.
Důkaz. [3], Theorem 5.3, str. 291.
Věta 4.11. Nechť α, β ∈ R+, α > β, λ, µ ∈ R. Nechť funkce f splňuje předpo-
klady z 1.1 pro a = 0. Pak diferenciální rovnice























Důkaz. [3], Theorem 5.5, str. 297.
Věta 4.12. Nechť α, β ∈ R+, m ∈ N jsou taková čísla, že m ≥ 3, α > β. Nechť
α0, α1, . . . , αm−2 ∈ R jsou taková, že β > αm−2 > . . . > α1 > α0 = 0. Nechť













(t− τ)α−1Gα1,...,αm−2,β,α;λ (t− τ)f(τ) dτ,
























) ∣∣∣∣ λ tα−β ]).
Důkaz. [3], Theorem 5.6, str. 299.
Definice 4.13. Nechť α, λ, b0 ∈ R, 0 < α < 1. Pak řešení Cauchyova problému
Dα0+(y)(t) = λ y(t),
Dα−10+ (y)(0) = b0
se nazývá asymptoticky stabilní, jestliže lim
t→∞ y(t) = 0.
Věta 4.14. Nechť α, λ, b0 ∈ R, 0 < α < 1. Je-li λ < 0, pak řešení Cauchyova
problému
Dα0+(y)(t) = λ y(t),
Dα−10+ (y)(0) = b0
je asymptoticky stabilní.
Důkaz. [2], Theorem 3.1, str. 864.
5. Diferenciální rovnice necelého řádu s Caputovými derivacemi
Poznámka 5.1. Výsledky ze 4.1 a 4.3 zůstávají v platnosti i pro Caputovy
derivace včetně poznámek 4.2 a 4.4 ( [2], Example 3.7, str. 209).
Věta 5.2. Nechť α ∈ R+, n ∈ N, a, λ ∈ R jsou taková čísla, že dαe = n. Nechť
funkce f splňuje předpoklady z 1.1. Nechť bk ∈ R pro k = 0, 1, 2, . . . , n − 1. Pak
Cauchyův problém
CDαa+(y)(t) = λ y(t) + f(t),













λ(t− τ)α) f(τ) dτ.
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Důkaz. [3], Theorem 4.3, Example 4.9, str. 231.
Věta 5.3. Nechť α ∈ R+, n ∈ N, a, λ ∈ R, β ∈ R+0 jsou taková čísla, že
dαe = n. Nechť bk ∈ R pro k = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Pak Cauchyův problém
CDαa+(y)(t) = λ (t− a)β y(t),







(t− a)j Eα, 1+ βα , β+jα
(
λ(t− a)α+β).
Důkaz. [3], Theorem 4.4, str. 233.
Věta 5.4. Nechť α, β ∈ R+, l,m ∈ N jsou taková čísla, že dαe = l, dβe = m,
α− l + 1 > β, nechť λ, µ ∈ R. Pak diferenciální rovnice





































∣∣∣∣ λ tα−β ],














Důkaz. [3], Theorem 5.13, str. 314.
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Věta 5.5. Nechť α, β ∈ R+, l,m ∈ N jsou taková čísla, že dαe = l, m ≥ 3,
α − l + 1 > β. Nechť α0, α1, . . . , αm−2 ∈ R jsou taková, že β > αm−2 > . . . >
α1 > > α0 = 0. Nechť l1, l2, . . . , lm−1 ∈ N jsou taková, že l1 ≤ l2 ≤ . . . ≤
lm−1 ≤ l, lm−1 − 1 < β < lm−1, lk − 1 < αk ≤ lk pro k = 1, 2, . . . ,m − 2. Nechť
λ,A0, A1, . . . , Am−2 ∈ R. Pak diferenciální rovnice




































) ∣∣∣∣ λ tα−β ]−



















































) ∣∣∣∣ λ tα−β ]−





































) ∣∣∣∣ λtα−β ]),
kde cj ∈ R pro j = 0, 1, 2, . . . , l − 1 jsou libovolná čísla.
Důkaz. [3], Theorem 5.14, str. 319.
Věta 5.6. Nechť α, β ∈ R+, α > β, λ, µ ∈ R. Nechť funkce f splňuje předpo-
klady z 1.1 pro a = 0. Pak diferenciální rovnice
CDα0+(y)(t)− λ CDβ0+(y)(t) = µ y(t) + f(t)
má partikulární řešení téhož tvaru jako ve 4.11 včetně speciálního případu µ = 0.
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Důkaz. [3], Theorem 5.16, str.323.
Věta 5.7. Nechť α, β ∈ R+, m ∈ N jsou taková čísla, že m ≥ 3, α > β. Nechť
α0, α1, . . . , αm−2 ∈ R jsou taková, že β > αm−2 > . . . > α1 > α0 = 0. Nechť







má partikulární řešení téhož tvaru jako ve 4.12.
Důkaz. [3], Theorem 5.17, str. 324.
Definice 5.8. Nechť α, λ, b0 ∈ R, 0 < α < 1. Pak řešení Cauchyova problému
CDα0+(y)(t) = λ y(t),
y(0) = b0
se nazývá asymptoticky stabilní, jestliže lim
t→∞ y(t) = 0.
Věta 5.9. Nechť α, λ, b0 ∈ R, 0 < α < 1. Je-li λ < 0, pak řešení Cauchyova
problému
CDα0+(y)(t) = λ y(t),
y(0) = b0
je asymptoticky stabilní.
Důkaz. [8], str. 346.
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